Cinétique des solides indéformables :

Etude des grandeurs et entités mathématiques
permettant de prendre en compte la répartition des
masses d'un solide rigide dans la description de son

mouvement, sdans en considérer la cause
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Masse

La masse mesure la quantité de matiere d'un corps et ce quelle que soit sa composition
chimique. Elle quantifie également son inertie, sa résistance d la modification de son
mouvement, exprimée par la deuxiéme loi de Newton : F=m y

dv

mZJSdm( f p dV cte

p(M) peut dépendre de M, mais pas du temps pour
un solide rigide.

S est dit homogeéne si sa masse volumique est la méme en tout point.  p(M)=p

S a un élément de symétriesi ©: ¥V M € S 3 M' € S telque p(M)=p(M")
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Centre de masse ou d'inertie

G centre d'inertie ou de masse existe
pour tout solide, méme en 'absence de
pesanteur.

dVv
mOG= [ _p(M)OM dv

ou encore

Origine quelconque [.p(M)GM dv =0

G ne dépend ni du temps ni de O

Si S posséde un élément de symétrie (point, axe, plan) alors G en fait nécessairement partie.
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Quantité de mouvement d'un solide

ﬁS/m:fsdﬁ(M)/m:JﬂsV%zdm(M):fSV%ap(M)dV

Point fixe / R m—
O

/R dt /R

ou encore

-

m‘_}/GsR:fs V%D(M)dvzpsm

e

R retérentiel

Cette égalité ne dépend plus de O |

Si l'on ne s'intéresse pas a la rotation intrinséque du solide autour de G, ['étude
du mouvement d'un solide peut étre ramenée d celle de son centre de masse
dotée de la masse totale du solide.
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Quantité de mouvement d'un solide dans le référentiel du centre de masse (ou de Kénig)

Les axes de R restent // a ceux de R. A un instant t, R est translaté par rapport a R .

—

p(M)dv=[ V) p(M)dV =Py,

o= [ d(GM)

dt g,

e

R retérentiel

9? G référentiel du centre de masse

La quantité de mouvement d'un solide dans le référentiel du centre de masse
est nulle a tout moment.
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Moment cinétique de S par rapport a un point O

Lso=) ,dL(M),,=[ OMAdP(M)u=[ OMAV),dm(M)=[_OMAVp(M)dV

A O est un point quelconque
O

o 5

ER référentiel

Lso=) ,(OA+AM)AdP(M),y
dv

L o= . OANdP(M)u+ [ AMAdP(M),

Ls,o=OAN[ _dP(M)u+[ AMAdP (M),

— —_ —_— — \

Lsja=Ls, 0t AOAPg 5 f'5/02574/\I_SS/SR-l-f’S/A

Correspond d la loi de déplacement d'un moment de torseur de O en A. Le torseur en question est le

torseur cinétique.
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e

(

9 S dv
A . '
R retérentie R G référentiel du centre de masse (ou de Kénig)
—_ -
Pg/, =0

T

C

\
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Torseur cinétique d'un solide indéformable

Torseur cinétique dans le référentiel SR

Quantité de mouvement du solide |

A O est un point quelconque

T

| Ly o= ,OMAp(M)V )y dV

-

_ x 7G
ssn=mYV g

A4

O/R

Ly=[ GMAp(M)V]5 dV

Re

Moment cinétique du solide

L p,=Lg,o+AOANPg,

Torseur cinétique dans le référentiel de son
centre de masse
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Exercices

Montrer que dans le référentiel du centre masse, le moment cinétique d'un solide
ne dépend pas du point o0 on le calcule.

Montrer que le moment cinétique d'un solide calculé par rapport & son centre de
masse G dans le référentiel R, est égal au moment cinétique de ce solide dans

son référentiel du centre de masse.

L4 :/LS/G-I- AG A{” VﬁR

moment cinétique intrinseque moment cinétique orbital

Premier Théoréme de Konig (1712-1757)
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Torseur et moment cinétiques, suite ...

La résultante du torseur cinétique est facile & déterminer ou calculer, c'est le
produit de sa masse par la vitesse du centre de masse (quantité de mouvement du

solide).

Nous dllons chercher & simplifier la détermination du moment cinétique pour
contourner le recours aux intégrales de produits vectoriels.
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Moment cinétique d'un solide indéformable, suite

S dm(M) Rappel ‘7%3:{7%%+§/\Q4‘
O Translation Rotation

ES/O:‘[S a\»/.f/\\_}ﬁ\;dm(M)
A Ici O appartient a 5 /

tfixe / S
SR référentiel Poest e . _, - >
Lyo= OMA(V3+QAOM)dm(M)

/

Lyo=J OMAV(ydm(M)+[ OMA(QAOM)dm(M)

Ly o=([ ,0Mdm(M))AV+ [ OMA(QAOM)dm(M)

s

Lyo=mOGAV 3+ [ OMA(QAOM)dm(M)
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Moment cinétique d'un solide indéformable, suite

—_—

dm (M) Lyo=mOGAV )+ [ OMA(QAOM)dm(M)

) /
Moment cinétique de translation
/ Ald O appartient @ Moment cinétique de rotation

ou est fixe / S
9? référentiel

S

Si O = G ou si O est un point fixe par rapport a R, dlors le moment
cinétique de translation est nul.

IS/o:fs OMA(...AOM )dm(M) est l'opérateur ou le tenseur d'inertie de S par rapport d 0.

—_ -

Loo=mOGAV+I,,,Q
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Exercices

Montrer que ['opérateur d'inertie est linéaire, c-a-d : Igo(AV+uT)=AIg,,V+ulg, T

Montrer que l'opérateur d'inertie est symétrique, c-a-d

Rappel : aAn(bA¢)=b(a-¢)—¢(d-b)

Alors dans un repére orthonormé direct, ['opérateur d'inertie peut étre
représenté par une matrice 3x3 symétrique.
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Matrice d'inertie

Tout comme sa masse, ['opérateur d'inertie d'un solide rigide en un point, et par
conséquent sa matrice ne dépendent pas de ['état du mouvement. On peut donc les
déterminer dans un repére lié au solide au repos dont l'origine est le point O.

Pour dlléger ['écriture, on utilisera le méme symbole T pour
représenter [opérateur d'inertie et sa matrice.

S dm(M)

I,=é;-Is0€;=1; :>Iy:fs a-(WA(ngOM))dm(M)

O

Y Iij: IS éi' (é} OMZ_ W(O—»ng)) dm(M) |_6ymbole de KronecKer

i#j=8,=0 ; i=j=8,=1

X

1,=J.[6,0M°—(&-OM)(OM-&;)]dm(M)

IU.:IS[6U(x2+y2+z2)—(5i~OM)(OM-5j)]dm(M)
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Matrice d'inertie, suite

IU:IS [6ij(x2+y2+z2)—(5i-OM)(OM-§j)]dm(M)

dm(M)
Si 1=
Iii:_fs [(X2+y2+22)—(€'(7\71)2]dm(M)

Illzfs[(x2+y2+zz)—x2]dm(M)=fS(y2+zz)dm(M)

/

Carré de la distance de M d I'axe (0x)

Moment d'inertie de S par rapport d ['axe (0,x)

I,=[ (x2+z2)dm(M)  Moment dinertie de 5 par rapport ¢ I'axe (0y)

I33:f5 (x2+y2)dm(M)  Moment d'inertie de S par rapport a l'axe (0,2)
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Distance de M a l'axe (0,x)

o Z e _» Projection de M sur le
d?=y?+z ~ plan (oyz2) .
) y >
X
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Matrice d'inertie, suite

Iijzfs [6ij(x2+y2+z2)—(§i-OM)(OM-Ej)]dm(M)

Si 12

Produits d'inertie de S
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Matrice d'inertie, récapitulatif

1122121=—f5 xydm(M)=—F
[,=1,=—[_ xzdm(M)=—E

[,=I,=—[_ yzdm(M)=-D

Moments d'inertie de S
par rapport dux 3 dxes.

Grandeurs positives
Unité : kg m’

A —F —FE
I=|—F B —D
—E —D C
Illzfs(y2+z2)dm(M):A
I22=fs(x2+zz)dm(M):B
133=f5(x2+y2)dm(M)=C
Produits d'inertie de S, qui peuvent étre positifs ou
négatifs.
Unité : Kg m’
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Exercice

Montrer que la trace de la matrice d'inertie est égale & deux fois le moment
d'inertie du solide par rapport au point O,
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Repére principal d'inertie

Repére pas
z référentiel
A —F —E
—FE —D C

" En raison de son caractere symétrique et réel, la matrice d'inertie est
toujours diagondlisable dans un repére convenable. Un repére de la sorte
est appelé repére principal d'inertie au point O. Ses axes sont des dxes
principaux d'inertie et les moments ainsi obtenus sont les moments
principdux d'inertie.

1

[

0
I,

0 I,

0
51 0 = G, il sagit dlors d'un repére principal central d'inertie. I'=|0 0
0
Si S posséde un axe de symétrie passant par 0, celui-ci est axe principal d'inertie.
Si S posséde un plan de symétrie passant par 0, alors 'axe perpendiculaire a ce plan en O est un

axe principal d'inertie.
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Théoréme du transport de Huygens (1629-1695)

Rappel , loi de déplacement du moment cinétique

ES,OZES,G+(7(>}/\m\7/(;:IS,G§+(7(>}/\m\7ﬁR

Par ailleurs @ V¢ =V° +OAOG

o Peintfie/as L,,=I,.Q+0OGAMVS +mOGA(QAOG)
Axes // a ceux
de G , .
Mais aussi
- - —_— = 0
Ls)6=15,692+0GAMYV
/ER rétérentiel Donc @ I50R=1I5;Q2+mOGA(QAOG)
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Théoréme de Huygens, suite

15,0Q=1,,.Q+mOGA(QAOG)
I,,9=1,.Q+m Q OG’-mOG(0G-Q)
\ exo .
Ne dépend que du vecteur vitesse de rotation et des faire
coordonnées de G dans le repére de O. ce caleul
e . )’(2;"'2?; —XgYe TXgicg
A Point fixe / a S - ) 5 -
Axes // a ceux Is/oQ:(Is/G+m —XcVe XetzZo —YVozZe )Q
de —XgZg —Ycic xf;+yf;
2 2
YetZs —XgYe —Xgig
Finalement - Igo=1g5c+m|—x_y, xé+zé —YVoZo

2, 2
—XgZ2c TYcZc Xgt)Yg
SR rétérentiel [En maintenant les axes //, la matrice d'inertie en O est égale & la matrice d'inertie en G a laquelle
il faut ajouter une matrice de transfert de G vers O,
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Moment cinétique d'un solide, déroulé du calcul

On calcule la matrice d'inertie dans un repére principa
central d'inertie, 1d oU C'est le plus simple !

Les matrices d'inertie principales sont tabulées sur de
nombreux sites sur internet pour les solides usuels

homogenes.
A Point fixe / a5

foes 1116 cev On ajoute la matrice de transfert pour aboutir a la

S . /o . 0
matrice d'inertie au point O voulu.
On applique ) ES/O:IS/OQ-l-OG/\mV?R
Si O est fixe par rapport & R, on d un mouvement de

MR rerérentiel

rotation pure.
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Exemple : retour sur la plaque qui bascule (voir cours d'introduction)

On cdlcule la matrice d'inertie dans le repére
principal central (axes de symétrie du solide)

A 0
I;,=|0 0
0 C

oW o

Y
_>

L/2 e/2 H/2 L/2 el2 H/2

A=fs(y2+zz)pdxdydzzp(f dx f y 2dy f dz+f dx f dy f z’dz)

—L/2 —e/2 —H/2 -L/2 —el/2 —H/2

=L (Le’H+LeH’)=2 (e2+H?) CAr  m=peLH
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Exemple : retour sur la plaque qui bascule (voir cours d'introduction)

On ajoute la matrice de transfert en O
X.=0 Y, =e/2,Z_ =H/2

2 2
A+m(—+HT) 0 0
2
I,= 0 B+m(HT) _’TH
. 2
0 n:leH C+m(=)
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Exemple : retour sur la plaque qui bascule (voir cours d'introduction)

Quand la plaque bascule, O est fixe et le
vecteur vitesse de rotation est selon (0,x) ®=wi

2 2

e H
A+m( 2 ) 0 0

~ 2 _ Q)
=I,wi= 0 B+m(H) meH /g
4 4 0

—meH e’

0 y C+m(Z)
—- ez 2 - m 5 5 -
Le moment cinétique de la plaque qui bascule est donc Lo:(A"'m(Z"'T)) w I =§(e +H o i
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Moment et torseur dynamiques

J‘Sf‘%adm(M):fS

d(V/s)
dt

d = d =
dm(M)=—-[ V5 dm(M)=—(Pgy)=m

A O est un point quelconque
O

e

ER référentiel

-

S, 4=84 o+ AOAMTL S,

Définition du moment dynamique de S par rapport a O :

dm(M) SS,OZISW/\f‘f;dm(M)

En un autre point A quelconque

3s/0=J (OA+AM)AT ) dm(M)

-

65,025;4/\"5 f‘%{dm(MHJ‘S AMATY . dm(M)

-

65,025;4/\m1:fm+f5 AM AT dm (M)

Correspond d la loi de déplacement d'un moment de torseur de O en A. Le torseur en question est le

torseur dynamique.
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Torseur dynamique d'un solide indéformable

Torseur dynamique dans le référentiel SR

Dérivée cinématique de la quantité de mouvement du solide

\\'(‘d R R R
_(PS/ER):mF/GER:fS F%Qdm(M)
z:s O est un point quelconque T t

’ SS,OZIS‘(TVI/\I_:%%dm(M)

Q.

O/R

0 3

dm(M)
Moment dynamique du solide

e

ER référentiel SR

— —_— — G
G référentiel du centre de masse (ou de Kénig) 6S/A — 65/ O + AO A m F/ER

0
g _ —_— —>M
N 6S — ,[5 GM A I_‘/ERG dm (M) R, Torseur dynamique dans le référentiel de son
centre de masse
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Exercices
Montrer que dans le référentiel du centre masse, le moment dynamique d'un solide
ne dépend pas du point oU on le calcule. (e torseur dynamique dans le centre de
masse est un couple).

Montrer que le moment dynamique d'un solide calculé par rapport & son centre de
masse G dans le référentiel R, est égal au moment dynamique de ce solide dans

son référentiel du centre de masse.

Les axes de ER restent pardlléles a ceux de SR, donc il ne sont soumis a aucune rotation.
L=T7% +T7,

S/R_f GM/\F/m dm fGM/\(r/m _b/m)dm fGM/\I‘/mdm( ) (SS/G>/§R

-

8y 0=0.,,+OGAMIS,
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Relation entre les moments dynamique et cinétique

Rappel : (jci O est un point quelconque pas nécessairement fixe / R)

. . d -+ d
Lg0=[ OMAVydm(M) —r(Lsio)= fOMAV/mdm( M)

d - d ==, = — d - d
E(LS,O)szE(OM)/\V%Rdm(M)ﬂ”SOMAE(V?;)dm(M) [. < (OM)AV ) dm(M

S dt )+6S/SR
Mais j (OM)=V % —V?, car O peut se déplacer / R
d 7 _ =M 0 =M 2 ~0 —c
E(LS/O>_J‘S (Vig—Vig) AV zdm(M )"'65/0—65/0 f /mAV/mdm( )=05,0—mV g AV g
| 0=G ou D est fixe / Rou VO,.=a V"
R d - - - ] /R /R
65/o:E(L5/o)+mV/()m/\Viﬁ N d -
Si O est quelconque 65/O:E(LS/O)
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Energie cinétique

Définition : Tyy=>J (Vi) dm(m)

dm(M) Vie=Vin +Vi,

ER référentiel R

1 = M
G référentiel du centre de masse (ou de Kénig) Tgn= f /SR +V/m dm(M )

Tou=L [ C a2V TS )dm(M) A4
/ / l ) — M (ve.y

Tgpw=Tgn +

e

=Tyt (Vi) "'_[ /m Vindm(M P) /R
m —
:TS/mG"'_(VﬁR)z"'V%%'J‘S V%[%de(M) n o .
_ Deuxieme théoreme de Konig
or . ,[ V/ER dm(M )= P, =0
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Energie cinétique dans le référentiel du centre de masse

dm(M) Or . V), =QAGM

e

R rétgrentie SRG référentiel du centre de masse (ou de Konig) TS/&RG:% fs ‘7%?@ (S_é A @\7[) dm (M)
:%js(vﬁgc,é,aq)dm(m Prodit mixte |
1 se Conserve par
— — m =c \2 1 > o p.ermujcoﬁon
TS/?RZEQ I(G)Q+E(V/9Q) EIS(Q,GM,V/mG)dm(M)C|rcula|re

TS/ERG:
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Energie cinétique suite

M

1 —
TS/SRZEIS (V%R)zdm(M)
dm(M)

(esrenticl e mouvement de S a un 10 =y = ——
R rétérentie | . . TS/iR:EIS V%a (QAOM )dm(M)
point O invariant / R
:%IS(V%{,E;,&V[)dm(M) Produit mixte |
1 = = 1 = === oM
1 = -
=0 J  OM AV}, dm(M)
1> _ 1=z -
TS/iRZEQ LS/OZEQ 1(0)Q
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Energie cinétique suite

Rotation autour d'un axe constant (0,z) == (0,2,

dm(M)

. A —F —E\lg
| I(0)Q=|-F B -D||g S—wk
y —E —D C |\
. X —7 — Moment d'inertie par rapport
©Oxy,z)li¢ as | C_133_‘[5(X2+y2)dm(M) d 'axe de rotation
e
1 2
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Energie cinétique suite
Gxy,z) liéas

Z

Rotation autour d'un axe constant (G,z) == (G,z) dans R,

dm(M)

y | A —-F —E\/o
| 1(G)Q=|-F B -Dl||g Q=wk
—E -D Cl|\o

X X Moment d'inertie par rapport

a l'axe de rotation

| C=1I,=[ (x2+y?)dm(M
ERG référentiel du centre de masse (ou de Kénig) % ‘[5( Y ) ( )

1 2 m = \2
TS/Q%_EC(D +?(" /SR)

/ SR référentiel
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Enoncé torsoriel de I'énergie cinétique d'un solide rigide

e

SR référentiel R

G

T

Tgn= E Tem® Ty n

Johann Collot collot@in2p3.fr

m‘_}ﬁﬁ X
LS/G G/R ¢

O

<

G

/R

dm (M)

référentiel du centre de masse (ou de Konig)

L/sn

+%ES

Rappel : comoment (ou produit scalaire) de 2 torseurs

ﬁ ﬁ _—> — — —
T,®T, = T, ®T,| 2 =R, M0+ R, M0
M;6)o0 My0]0

Le comoment ne dépend pas du point auquel on le calcule.

16 2=

L'énergie cinétique d'un solide rigide est la moitié
du comoment de ses torseurs cinétique et
cinématique.

Ve P+Llo1(6)0

m( :

2
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Exercice :

Montrer que ['énergie cinétique d'un solide rigide ne dépend pas du point O de
réduction des éléments des torseurs cinétique et cinématique.
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Pour en savoir plus :

-Mécanique générale : Christian Gruber, Presses polytechniques romandes
-Mécanique, J.Ph. Pérez, Masson

-Mécanique , J.-L. Teyssier, J.-P. Ducourtieux, J.-P. Moliton, Armand Collin

-Rappels de mécanique du point matériel
e http://Ipsc.in2p3.fr/images/collot/MomentCinetique pdf
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