Cinématique

Description «mathématique» du mouvement des corps (ici de points
matériels) sans en évoquer les causes.

Cette discipline de la mécanique fait appel d la géométrie analytique et au
calcul infinitésimal.

Introduite de 1698 a [700 par Pierre Varignon [1654-1722]
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Un point matériel - de masse m - sans dimension appréciable,

dans un espdce « dbsolu », euclidien, d trois dimensions
homogeéne et isotrope : notre Univers « vide » et « infini »,
évolue selon un temps t «absolu» qui s'écoule en tout point de la
méme maniére,

en décrivant et une accélération
trajectoire

m 1% (2)
avec une vitesse,
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Référentiels, repéres, vecteurs
De nombreuses grandeurs mécaniques sont modélisées par des vecteurs.

référentiel : une partie de l'espace, exemple : le laboratoire

\ U
U

U

3 coordonnées
2 pour les 3

7 — uyn dimensions spatiales

- > Un moddle U

une direction et un sens :

oU U est un vecteur unitdire
repére fixe /réf z||l=u=1
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vecteurs variables, différentielles et dérivées

Différentielle == accroissement infinitésimal d'une grandeur

lié a I'évolution infinitésimale de variables U(t+dt)=U (t)+dU
dt laps de temps infinitésimal mais dU=U (t+dt)—U (1)
non nul . est la différentielle de T

U (t+dt 4T

) <~ est la dérivée
U(t)-d(u(r)) pdr rapport au

T = d(l?(z))-ﬁ(z) temps (derivative)
dU=d(U(¢t) u(t))
Yt,u(t) =1 =d(U (t))u(t)+U (t)-d(u(r))

d(u(t))=d(1)=0=d(i(t)i(t)) = (t)d(ﬁ(t)>+d(ﬁ(t))°ii(t)
:>2u(t)d(iit

d(#(t)) est orthogonale & 7 (z) (vecteur unitaire)
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différentielle d'un vecteur unitaire dans un plan

. rotation d'un vecteur sur un cercle de rayon unité
d (v (1)) /

vecur sr n cercle &t

d(u(t)) =do v(t)

du(t)) do ., . .
L) EE (1) = w(0)T (1)

do est la vitesse angulaire
dt oy de rotation (angular
[w] = rads”’ velocity)

d(V(t)=—do u(z) d“:;t(f)) = o (0)T(1)

oU wi(t) =
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différentielle d'un vecteur unitaire dans ['espace

C'est une rotation d'un vecteur unitaire

Soit  @(z) le vecteur rotation porté par ['axe de la rotation
, dont le module est la vitesse angulaire et dont
le sens représente le sens de rotation (régle du

tire-bouchon) du(t) = sin(x) u(t) do—sin(x) d O

= (t)ANu(r)

T T C orthogonal d
Rappel - & = AAB “rt.hgn\ /\et.B,sens
C =sin(a)AB défini par régle du tire-bouchon
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Position, vitesse et accélération

—\
Sz v (¢)
OM (t)
A —_—
V()= LOML) —a(OF (1) = V(1)ar
= _ d(V(2) _ d*(OM (1))
Ho==—g = dr’
— > d(V(t))=1T1((t)dt
O R
[V]=ms"" |[I'] = ms™>
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Coordonnées cartésiennes

OM (t) =x(t) i + v(t) j+ z(t) k

M

Les vecteurs de base ne varient pas !
di = d] —dk=0
d(OM () =dx(t) T +dv(t) j+dz(¢t) k

- dx(t) - dy(t) - dz(t) +
z Vi) a ' ar ’ dt
=V, ()i +V (r) j+V_(¢) k
- dv (t) - dv (t) -~ dV_(t) -
I'(t) = > + a + z K
P () a ' a7 dt
ko . I ()T +T,(0) F+I.(0) %
. . z i}
O ! X =dx2(t)—lr+dy2(t);+dz§z)7€»
fixe/référentiel dt dr dr
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Coordonnées cylindriques

Utilisées si rotation autour d'un OM (t) =p(t) 7 + z(1) &k
. P
axe ici (0,z) ~
i, tourne autour de (o,z) avec le vect(eu)r de
. ~ . do(t)-
rotation :  @(2) = w(t)k = ——k
du do(t) - do(t)
P __ - - ye
7 ()N, 77 kAN, 2 Yo
e
] iy p distance d laxe [0,+0 [
\"\'“**p/[(\/\’» Y o als' ut 0,277
ZIm )
A s
N z hauteur J —o0,00 [

oxyz fixe / référentiel
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Coordonnées cylindriques, suite ..

. o) d T +z(1)k di (1) -
7 (0) = d(gtM) _ (p(t)uc;; (k) _ dfit(t> 7.+ p(e) dt;p+dd§z)k
dp(t) dz(1)

s u,+ p(t)w(t)u,+ s k=V u +V,u,+V_ k

\ ’ ’
\ vitesse orthoradiale

. vitesse radiale
L = _d’p(t) . dp)d@,) dp(1) .
o) =— "%+~ ~a T a «H%

Z+7€> dw(t) u L dzz(l‘)z

Ak

— d o
2 U, + p(t)w(r) 7 o

dp(t)
T ar

dp(t)
dt

w ()i, + w (1),

)
\|
///'b
'g m
< | V
N
~
|
Q‘[\)
SRS
N
'D:l

dw(t) _ _ _ dzz(z)%
oxyz fixe / référentiel +o(1) =i, — p()w(D)w ()i, + <3
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Coordonnées cylindriques, suite ..

b

d’p (1) oy dp(t) dw(z) _ d?=z(z)
TS —p(0) (w(0)?] i, + 12 T w (1) + p(0) | @ =

7 ?

accélération centripéte accélération de Coriolis

Coordonnées polaires (mvt plan)

()=

dz d’z
Mouvement plan = z = cte = ar - gz 0]

Si de plus p=cte=p,et w=cte=w, = mvt circulaire uniforme

—

V(t):po wWq Uy f‘(l‘):—po (Di u,
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Coordonnées sphériques

Corps en rotation autour d'un point

oxyz fixe / référentiel
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OM (t) = r(t) @,

r rayon , distance a l'origine [ 0,+o [
o angle polaire [0, 77]
P angle |0, 27T

azimutdl

u, 1 a u etk

— —

¢
u, 1L a u,etu,
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Coordonnées sphériques 2 cos0i—sin0d
© est modifié par une rotation autour de A
& est modifié par une rotation autour de  k A FQA,, i,
Le vecteur rotation totdl est donné par - /(Pv W
&)= 40 - de(t)y ¥
- dt ® dt oxyz fixe / référentiel
do(t) = +d¢(z) 7{»)/\&; _ do(t) Je+d(p<t) %Aﬁr
dr dr

d(u - .

dt
do(t) . dob(t) . -
= u,+ = sinO(z) u,
do(t) -~ dPb(t ~
— (Z) + (2) cosO(t) u,

(i) _ (AU, = i
d o dt 7 dt
d(u,) . do(t) - - dd(t) . do(t) . .
e w(t) \u, = e kAu, = — 2 cosO (t)u,— 2 sinO u,
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Coordonnées sphériques

V(e) = d;ﬁ” b () (@ ()N z
PRI e S R v
dl" /4 7 t) _ r u,

= =i, + r(t) dt .+ r(z) sin(6(2)) 2 Yo V >y
_dr(@) - | o / ¢ - M
o U +r(2)0(t)u, + r(t)sin(0(t)) @(¢t)u, " / |
do(t) :  dd(1) oxyz fixe / référentie
0(1) = dr ®(1) = dt
(1) =( Lgt)—r(l‘) (0(2)y—r(2) sin®(0(2)) (®(2))) i, +
(zd’c’iit) 0(1) + (1) dfli” o (2)sin(0(1))cos (0 (1) (d (1)) &, +
(zd’;’f) sin(6(£)) (1) + 27 (2)cos(0(£))0 (£) D (£)+r(¢)sin (0 (¢)) ‘“Zt(” V7,
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Coordonnées curvilignes : de Serret-Frenet

A un instant t, la trajectoire (qui n'est
. pas plane) est contenue dans un plan, ici
ds celui de la feuille . Un cercle tangente la
| s(z) trajectoire a linstant t.

7 unitaire et tangent a la trajectoire
dirigé dans le sens du mouvement,
donc dans le plan de la feuille

—

~ unitaire et normal a 7' dirigé vers le centre
du cercle tangent (dans le plan de la feuille)

a;ZtT _ ‘f{f N |B = T AN vecteur unitaire binormal

s(z) abscisse curviligne le long de la trajectoire ds(t)=R(t)do(z)
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Coordonnées curvilignes

- de Serret-Frenet

0

V(t)dt =ds = s(z)=j V (t)dt

_ . ds -
dT =dON = N
R (1)
dT _ N
S R (1)
Vdr=dsT V-7 _v7
_dV g 4T _dV s  ,dT ds
¢ ¢ ¢ ds dt
dv = = V? ~ -
=7 + N =1(t
dt R (1) (2)
vrai dans tous les systémes de
coordonnées

Mécanique L1 & TUT1
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Trajectoires

équation parameétrique en fonction de t

droite , mouvement rectiligne
x(t) =u,s(t)+x, avecC

w +ul +u=1
t)=u,s(t)+ ) g Ny
y(2) L)+, s (¢) fonction arbitraire de ¢
z(t) =u,s(t)+z,

mvt uniforme si s(¢) = at

mouvement circulaire de rayon r

s(7)

x(t) = r cos( +&,) + x, s (¢) fonction arbitraire de ¢

v
. z - '
yv(t)=r sm(si ) +&,)+y, mvtunformes s(t)=wrt
z(t) = z,
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Trajectoires

mouvement hélicoidal de rayon 7, et de pas p

r(t)=r,
_ s(2)
0(1) =2 \/(21Tr P+ p? +0, s (t) fonction arbitraire de ¢
0
2= p .z,
V(2mr, )2+ p
p
2171,
Trajectoire dépliée sur un plan
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Mouvement absolu et Mouvement relatif

décrits dans des r*epérqs absolu et relatif .
Vs Auninstant t, R peut avoir un

repere .
A mouvement de translation par
abs olu rapport a A et tourner sur
M=00"+0"'M lui-méme, c-d-d autour de O
T7M/A - d(OO )+d(O,M) = ‘70’/A+‘7M/R+‘(§R/O'/\O’M
dt dt

T _d(‘_}M/A)__’ d(‘_}M/R) d(éR/O’) AT AT O d(O'M)

Ly a= 7 =Ty, 4t ar L ANO'"M+Q,,,. A =
= Tt Tt @ AV syt D80 GTR L5 AT ) ot @y N Dy AT

d(Qr0) A7 . o o & G O M
—( dl;/o )/\O'M+29R/O'/\VM/R+QR/O'/\(QR/O’/\O,M)

= fO’/A+fM/R+
sl (2, =0 (pasderotationdeR) V., ,=Vo, .+ Vi € Tuu=To,a+Tin
Johann Collot collot@in2p3.fr http://Ipsc.in2p3.fr/collot Mécanique L1 & TUT1
19



Récapitulatif

Vecteur : l7(Ux,Uy,UZ) ou U=Uu avec |z|l=1
Ditférentielle d'un vecteur : dU = U(t+dt)—U (1)
e , dU U (t+dt)—U(z)
Dérivée dun vecteur : = =
Dérivée et différentielle d'un vecteur unitaire
_ . . 1 . do(t)
Zoll=1 auLla()  LED_giyaue) @@=
dt dt
vecteurs position, vitesse, accélération - _ 2
— - d(OM (t)) = _d(V(t)) d(OM (1))
OM (t — I ()= —
() V(t) = (2) 77 7
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Récapitulatif
coordonnées cartésiennes :
OM (t)=x(t)i+v(t)j+z(t)k

— _dx(t)—.» dy(t)—». dZ(Z)—>
V(t)——dt Z+—dt ]+—dt k
= . dV (t)- dV (t)- dV_(t)- d’x(t)- d’y(t)- d’z(t)-
F(f)—/T. l.—|—T_].—|——CZZL k_—dzz 1 —l——dtz ]+—d[2 k
coordonnées cylindriques : (savoir retrouver)
OM (t)=p ()i, (t)+ =z (£) K du, do(t) - di, do(1)
dt dr ° dt dt °
V(z)_di’ﬁ(”ﬁ+p(z)w(z)ﬁ9+d2§’f)75
F()=(L28 ()i, + 222 (1) 4 p () 490 7, 4210 %
dt’ dt’
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Récapitulatif

coordonnées polaires : (dans un plan)
OM (t)=p(2)u,(1)
dz d’z

coordonnées cylindrigues avec :©  z=cte — -0
rdonnées cylindriques ave =

repere de Serret-Frénet :

V(0=v ()7 () =L 7 (1)
(o) = T 0+ B R (@)

s(t)=jv(z)dz

0
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